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引言1

近年来，大规模网络化系统的快速发展使得分布式

优化受到广泛关注，其目标是在约束条件下最小化多个

局部目标函数之和。资源分配问题（Resource Allocation 

Problem，RAP）作为一类重要的分布式优化问题，广泛

应用于电力系统、交通系统等领域。为解决这类问题，

文献中提出了众多集中式与分布式算法。后者因无需中

心节点，在鲁棒性和隐私保护方面更具优势[1]。

随着信息物理系统及图分析技术的发展，学者提出

了大量连续时间分布式算法求解RAP，例如投影算法、

预设时间算法、处理不等式约束的算法以及无需初始

化的算法。值得注意的是，相对于无约束或仅等式约

束的策略，考虑局部可行性约束的结果更符合实际需

求。文献采用惩罚函数法处理局部箱体约束，但能同

时处理等式和一般集合约束的分布式惩罚函数法结果

仍较少 [2]。

本研究设计了一种新的分布式自适应连续时间算法。

一、问题描述

本文考虑具有 N 个智能体的资源分配问题，其具体

形式如下：
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其中，fi 是第 i 个局部成本函数，同时 fi 不一定可微，

r 是需求总量。
n

ix R∈ 表示智能体 i 对应的决策变量或资

源变量，它需要满足网络资源约束
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i
i
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=∑ ，并且满足

局部凸集约束 i ix ∈W 。

为了便于之后的分析，给出以下假设：

假设1：有向通信图是强连通的。

假设2：存在 ( )inti ix ∈ W ，使得
1

N

i
i

x r
=

=∑ 成立。

假设3：局部目标函数 fi 满足：（1）fi 是凸的并且是

利普希兹连续的；（2）fi 是 Ci- 强凸的并且其次梯度在

( )int iW 上是有界的。

注释1：在假设 3 条件下，存在常数 Mi 使得，

( ), , n
i i i i i ig M g f x x R≤ ∀ ∈∂ ∀ ∈  � （8）

这一有界性保证了算法在非光滑点的数值稳定性。

注释2：这些假设在分布式优化领域是标准且广泛

采用的。这些假设为算法收敛性分析提供了坚实基础 [3]。

通过引入距离惩罚函数，资源分配问题（7）则转化

成为如下的等式约束优化问题：
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其中， ( )1, , T
Ny y y= … 是一个惩罚参数。

注释3：在假设 2 和 3 下，问题（7）和（9）均为凸

优化问题，且强对偶性质和 Slater 条件成立，并且问题具

有唯一的全局最优解 [4]。

下面的引理 5-6 给出了问题（7）和（9）的最优解
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之间的关系。

引 理5： 设 fi 是 Mi- 利 普 希 兹 连 续 的， 并 定

义 n
i RW ∈ 为 闭 集 且 内 点 非 空。 令 0

Na R>∈ 且 满 足
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函数 ( ) ( )
1

N

i i
i

f x f x
=

=∑ 在集合
1

N

i
i=

W = W∏  上的最小值点集

合，与下式的最小值点集合一致：
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引理6：在假设 2 和 3 下，存在一个常量 0
Ny R>∈ 使得
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其中
1

N

i
i=

W = W∏  ， y∈W 满足 ( , )x y d x− = W 。

根据引理 6，问题（7）的最优解可以在选择合适的

惩罚参数 y 的基础上通过求解问题（9）来获得。

根据假设 2 和 3， ( ),f x y 是一个凸函数，又由于等

式约束是仿射的，强对偶性质成立 [5]。设 y* 与问题（8）

中的 y 相同，则 x* ∈ nNR 是问题（8）的最优解，当且仅

当存在l* ∈ Rn，使得（ * * *, ,x y l ）满足以下条件

* * * * 0Nng Y h+ − l =

( ) *1T
N nI x r⊗ = � （12）

其 中 ( )* * g f x∈∂ ， { }* * *
1diag , ,n N nY y I y I= … ，

( )* *,h D x∈∂ W ， ( ) ( ) ( )( )* * *
1 1, , , , ,

T

N ND x d x d xW = W … W 。

二、主要结果

本节将提出一种分布式优化算法来解决（9）中的资

源分配问题，并对该算法进行收敛性分析。
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其中，xi 表示智能体 i 对应的决策变量，yi 是智能体

i 自适应惩罚增益， ( )0 0, 1, ,iy i N> = … ，mi 为辅助变量

并且有 ( )0 0im = 。对所有的 i∈， i
iz 是 zi 的第 i 个分量

且有 ( )0 1i
iz = ；对所有的 i j≠ ，有 ( )0 0j

iz = ，这保证了

( ) 1i
iz

−
的存在。

注释4：算法（13）中的 yi 具有极其重要的性质。因

为 ( ), 0i i id xy = W ≥ ，所以 yi 是单调不减的，即 0t∀ ≥ ， 

有 ( ) 0iy t > 。该算法引入了广义梯度来处理目标函数不

可微性，惩罚参数自适应克服了参数选取的困难。由

假设 1 和引理 1 可知，矩阵对角线元素 exp( )NL− 的所有

元素非负，并且严格为正，此性质隐含节点 i∈ 的局

部状态分量 i
iz 均满足‌正定约束。根据‌矩阵可逆性定理‌，

( ) 1i
iz

−
必然存在。

系统（13）可以进一步改写成下面的紧凑形式：

( )( ) ( )1
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( ) ( ),x f x Y D x∈−∂ + l − ∂ W � （14b）

( )N nL Im = ⊗ l � （14c）

( )N NL I zz = − ⊗ � （14d）

( ),y D x= W � （14e）

其 中， { }1diag , ,n N nY y I y I= … ，
0(0) Ny R>∈ ， ( ) ( ) ( )( )1 1, , , , ,

T
N ND x d x d xW = W … W 

( ) ( ) ( )( )1 1, , , , ,
T

N ND x d x d xW = W … W ， ( ) ( ) ( )( )1 1, , , , ,
T

N ND x d x d x∂ W = ∂ W … W ， 

{ }1
1diag , , N

N NZ z z= … 。

注释5：便于理解分布式机制及其隐私保证可以做

如下分析。对于智能体 i：（1）维护本地状态：xi，li，

mi，yi，zi。（2）维护邻居信息：li， ( , )j iz i j∈ 。敏感

信息 fi，Wi 不参与通信。于是，通过分布式对偶分解，原

始问题信息得到保护。

结束语

本文针对非平衡有向图下带非光滑目标函数和一般

集合约束的资源分配问题，提出了一种分布式自适应惩

罚算法。仿真结果表明，该算法在多种场景下均有效，

且优于现有方法。
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