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基于 CNN 高雷诺数下 Burgers 问题稳定求解的探讨
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摘　要 ：深度学习中卷积神经网络算法（CNN）为求解微分方程数值解提供了新思路，本文将 CNN 与物理方程结合，利用其图

像处理和特征提取能力来捕捉流体运动复杂特征，并探讨了高雷诺数下 Burgers 方程的精确求解的可行性。
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一、基于物理信息的神经网络低雷诺数下 Burgers

方程的求解方法

Burgers 方程作为模拟激波传播和反射的非线性偏

微分方程，其一般表达式为：

在通常情况下，解决此类问题可以使用有限差分

法（FDM）将其离散点处的函数值表示为：

此时用 表示 t 时刻 处的函数值，则 处的空

间导数可利用数值求解格式写为

主要思想是对上述方程中的参数进行优化，产生

一组最优参数，这样对于更复杂的偏微分方程组，也可

以生成适用于粗分辨率网络的解公式。然而，有限差分

法虽然快速且有效性高，但会因此导致过分采样而消耗

计算时间。因此，考虑引入全连接层物理信息神经网络

算法来解决这个问题。

输入层是函数的输入，输出层是函数的输出。因此，

该函数可用于逼近偏微分方程中的任何函数，一旦确定

了 θ，我们就可以得到偏微分方程的解。首先，我们

初始化方程以及其边界条件：

其中，u 为未知函数，也就是我们需要求的函数，

受时间变量t与空间变量x影响；∂Ω为空间Ω的边界。

我们需要求解函数 u 在整个空间中的值，为此，使用神

经网络 来近似函数 u，θ 为神经网络的参数。而寻

找参数 θ 即为构造一个优化问题，使得对每一个输入

的变量组 (t,x）， 的值都要尽

可能接近 0。

接着，我们定义损失函数 ，其由方程，初

始条件和边界条件带来的误差构成，即：

而接下来的过程就是求 的最小值，可以采

用梯度下降等方法，不断更新θ的值直至收敛。

通过已有的算例和结果不难看出，此方法的求解

速度快，精度高，且步骤较为简单，因此被广泛使用在

求解低雷诺数下的 PDE 系统。

但在高雷诺数下，全连接物理信息神经网络有时

根本无法训练 [2]，神经网络存在局限性，其在构造和

计算微分方程的损失函数时，粘性效应忽略不计，扰动

无法被抑制，从而可能导致神经网络失效，以至于微分

方程失去稳态。

二、基于几何自适应物理信息的神经网络求解方

法

基于上述讨论，我们提出一种新的物理几何自适

应神经网络构架，来解决非均匀网格和不规则几何的问

题 [3]。其主要思想是通过坐标变换的方式，使解域从

不规则的物理域映射到矩形参考域，从而让网络恢复作

用。此外，这种构架可以再参考域上重新构造约束优化，

进行预先计算，且不会引入误差。

故定义如下参数稳定偏微分方程系统：

引   言 ：
近年来，求解微分方程的神经网络算法研究逐步完善，物理信息神经网络的出现可以应对许多复杂的微分方程。

神经网络从本质上来说就是一个逼近器，可以被认为是一个函数 [1]。本文是基于其他学者的研究下，更加深入的

探讨了基于卷积神经网络算法下，高雷诺数下的 Burgers 方程是否同样具有稳定性，这对后续的研究有着不错的

铺垫。
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其中 F(·) 表示偏微分方程算子，定义在物理域

上，而偏微分方程的解用 u(x) 表示。 是关于
x 的梯度算子；G(·) 表示边界条件函数，在参考域

上实行。我们可以用卷积神经网络构架近似模

拟矩形域上的离散解场 u(x, (x))，即：

其中 表示一组均匀间隔 的

固定网格点 , 是一组用于卷积计算的可

训练滤波器。则第 k 个 conv 层的输出 可以表示

为：

其中

接着，可以通过最小化训练集 上的

代价函数来训练卷积神经网络

而 和 坐标之间的映射关系可以被定义为：

其中，h： 表示正向映射， ：

表示逆映射；x ∈ 和 ξ ∈ 分别表

示物理域和参考域的网格坐标。

由于可以在任何几何体的物理域中指定非均匀网

格，并且映射到参考域的几何体是均匀分布的，因此映

射变换是一对一的。但是，考虑到 h 的形式或可能不

会变换，因此需要数值近似，并且椭圆方程的边界条件

在两个域上都给出，因此考虑椭圆坐标映射。

所谓二维椭圆变换，就是考虑一个由四条边限定

的不规则域 ，以及其对应的参

考域：一个以边为界的矩形 ，

又因为一一映射，因此有：

这种新方法引入了基于卷积的物理信息神经网络，

用于求解没有标记数据的不规则域上的参数偏微分方

程。它通过引入椭圆映射来表示不规则物理域和规则

参考域之间的变换，从而使经典的卷积神经网络能够直

接应用于非矩形几何和非均匀网格。相比于传统的物

理信息神经网络，基于卷积的物理信息神经网络的收敛

速度更快，精度也更高。这种方法在解决高雷诺数的

Burgers 方程等问题上表现出了很好的效果，能够学习

到高雷诺数下 Burgers 方程的复杂动态行为，从而实现

高效、准确的数值求解。

结束语：

本文深入探讨了神经网络求解 PDE 系统，尤其是

在高雷诺数下，基于 CNN 的 Burgers 方程问题的稳定

性情况。研究发现，处理高雷诺数 Burgers 方程时，采

用 CNN 结构能提高系统稳定性和收敛性能。相比基于

FNN 的网络，基于 CNN 的物理信息神经网络具有更

好的并行性、泛化能力和计算效率。因此，对于高雷诺

数 Burgers 方程等物理问题，基于 CNN 的物理信息神

经网络通常能够提供更优异的性能和效率。
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